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Vollstiindige Induktion und die natlirlichen Zahlen
im Mathematikunterricht der Sexundarstufe

Hans-Christian Reichel, dien

§ 1, BINLEITUNG (historische und didaktische Bemerkungen). Eine
in der Mathematik und in den Naturwissenschaften vorherrschende
Penkmethode ist die Deduktion: Die Ableitung des Speziellen aus dem
Allgemeinen (deducere, lat.: herabfihren, sblaiten}. Z.B.: "Jede
zanze Zahl k, deren alternierende Ziffernsumme O oder durch 1! teil-
bar ist, ist selbst durch i1 teilbar; k= 34304 (alternierende Ziffern-
sunme = 11) ist daher durch !1 teilbar”. Seit jeher denken wir aber

avch "induktiv", d.h. wir versuchen vielfach, vea Sinzelnen, Beson-
deren auf stwas Allgemeines, GesetzmiBiges zu achlieBen; {inducers,
lat.: (redend) einfithren). In gewissem Sinr ist es ja geradezu iypisch
fiir das wissenschaftliche Denken, zus der DPapirie, zus einzelnen Ver-
auchen auf allgemeine SHize oder Prinzipien zu schlieBen, die dann
allerdings noch andervweitiger "Brhidrtungen® ("Beweise”) bedirfen.
Induktive Schllisse sind naturgemdf mit Unsicherheit behaftet: der
aus der Beobachtung gezogene 3chlul, alle Ketalle seien schwersr als
Yasser, ervies sich stwa durch die Entdeckung des Halium (3pez. CGe-
wicht: 0,86) als falsch, = Induktive Methoden sind aber auch auvs der
modernen Faturvissenschaft nicht wegzudenken, man denke z.B8. an dle
BEvolutionstheorie. In der Mathematik dienen induktive 3chlilsas als
heunristisches Prinzip (ecpionm, zr.: finden), also zus Finden, Ent-
deckaen, bzvw.: Vermuten allgemeiner SHtze. Z.B.: 143=4, 14345=173,
1483547 =16, ..., 28 scheint also dis Pormel 3+34°o.9&/ﬁw33::}2 Tile
21le patirlichen Zahlen n zu gelisn., TatsHchiich “bewahrheltst”™ sich
die oo 2ntdeckte® Forwel auch fUr R=5,6,7,8,0..., und maa iat solcherart
lzicht geneigt, dies allgemein flr richtig zu halten. (Die Richiig-
keit der Formel folgt stwa aus der Summenformel fur arcithaetischs
Reihen oder durch vollstdndige Induktion.)

Obwohl es heut klar erscheint, daB sine Zerartige Vorgangsweize
prinzipiell zu keinem "Beweia"™ der Pormel f{lihrem kann - und dies zu
arkennen, stellt auch ein unbeatrittenes und ermst zu nehmendes lehr-
ziel des Mathematikunterrichts dar -, warem derartige "Induktions-
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beweise” bis "herauf" ins 18. Jahrhundert immer wieder und durchaus
iiblich. *) Neben vielen anderen bedienten sich ihrer z.B. J. Wallis
(1616 = 1703), und sogar J. Bernoulli (1654 - 1705), der bereits die
"vollstiindige Induktion"” kannte, ja dem oft die "BEntdeckung" oder

vesser: die erste allgemein giilltige Formulierung dieses Beweisprin-
zips zugeschrieben wird (siehe aber unten). Wallis verteidigt gegen
Fermat, der ihn deshalb getadelt hatte, die SchluBiweise "per inductionem"a
und behauptet, daB auch Fermat sie selbst anwende. Dazu schreibt z.B.

Freudenthal [ FR]: " Formell hat er recht, aber er verschuweigt, dall es
sich bei Fermat um quasiallgemeine Beweise (siehe unten) handelt,
wihrend er selber Sitze, die er quasiallgemein fiir alle natirlichen

7Zahlen bewiesen hatte, ruhig fiir alle reellen Zahlen asusspricht”.

(s soll aber nicht verschwiegen werden, daB sich vielfach derartig
entstandene Sitze spiater mit Hilfe anderer, zuldssiger Beweise als
richtig herausgestellt haben.)

Korrekt durchgefilhrte vollstidndige Induktionsbeweise setzen sich
also seit dem 18. Jahrhundert langsam durch. Andererseits treten voll-
stindige Induktionsbeweise, wenn auch nur in rudimentirer, oft nur an-
deutungsweiser oder quasiallgemeiner z.T. auch falscher, jedenfalls
aber unreflektierter Form auch schon viel frither auf, z.B. bei Buklid
(450 v. Ch.), F. Maurolico (1494 - 1575) - nach neueren Forschungen
178t sich die Behauptung, er sei der Erfinder der vollstdndigen In-
duktion, nicht aufrecht erhalten ([FR]) -, bei Castilioni (15.Jhdt.;
binomischer Lehrsatz!) oder bei Lewi ben Gerson (1288~ 1344), der die s

Anzahl der Permutatiocnen von n Elementen mittels Induktion bestimmt
habhen soll.

Der erste, der die Methode des Schlusses von n auf n+l, d.h., - wie
wir seit R. Dedekind (1831 -1916) sagen - den "vollstdndigen" Induk-
tionsschluB als allecemeines Beweisprinzip, als metamathematische Aus-

sace sozusagen, erkennt und formuliert, ist B. Pascal (1623 - 1662).

%) Im Briefwechsel legendre-Jacobi (publ. in "Jacobi, Werke 1" (1881);
z.B. p. 400) wird das Wort "Induktionsbeweis” in diesem Sinn be-~
reits als Schimpfwort verwendet!
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C.P. GauB (1777 -1855), der‘ﬁgn Pundamentalsatz der Alrebra u.a.
durch vollstindige Induktion béwies, spricht bereits ven einer "all-
gemein bekannten Methode™ und im 19. Jahrhundert wird sie zu einer
Selbestverstindlichkeit fir alle Mathematiker. BEs mns interessant sein,
gich in diesem Zusammenhang den "geistigzen Bogen®™ vor Augen zu haltien,
der sich z.B. von Simplikios' *) Pormulieruns (siehe [V™W,]) bis zu
Pascal spannt. Das Denkprinzip "vollstiindise Induktion" - gewisser-
maBen also g2ine Art "archetypische” Denkweise der Mathemntik - hat
wie alle Denkprinzipien eine kulturhistorische Pniwickluns durchpe-
macht, die es nicht zuletzt gilt, den Schillern zu erliiutern (siehe

auch unter dem Stichwort "quasiallsemeiner SchluB von n auf n+i"),
Ganz allgemein verlangt zwar cdie Mathematik seit den Griechen nach
Beweisen, doch was als "Beweid' gelten darf, unterlag und unterliest
nicht zuletzf auch einer historischen Entwicklung. Der heutime "Exakt-
heitsansprach® stammt - grob mesagt - erst aus dem 19. Jahrhundert

und verdndert sich auch derzeit noch. Man denke z.B. an die Fntwick-
lung der axiomatischen Mengenlehre oder an - gerade heute wieder vor-
ancetriebene - "konstruktive" Auffassungen der Mathematik (in Frage-
Stellung des "Tertium non datur", des Auswahlaxioms, u.v.a.).

Im Mathematikunterricht sind historische Bemerkun=en im Sinne von
Entwicklungsgeschichte einer Idee, e2ines Besriffes oder einer Methode
dem "Aufzihlen" bedeutender Mathematiker mit Angabe von Geburts- und
Bterhejahr unbedingt vorzuziehrn, sie entfalten weit iiber den Mathe-
matikunterricht hinaus ihre Wirkung. Fiir Schiiler ist es sicher nicht
selbstverstindlich, daB auch einfache und unmittelbar klnr erschei-=
nende Denkprinzipien wie etwa die vollstindise Induktion ihre gme-
3chichtliche Bntwicklung bhesgitzen. Jo liersn denn heim Thema "voll-
atindize Indukilon®™ die Lehrziele sicher nicht nrimiir beim "Nachbe-
tenkdnnen” der jeweiligen Ochlisse von n auf nel, oder positiv for-
suliert: nicht so sehr bei der Beweismethode selbst - als vielmehr bhei

(1) der Brkenntnis, daf "unvollst®ndire Induktion™, d.h. "Verifi-
zieruns® einer Behauptung durch einige Spezialfiille, niemals Bewris
im heutipgen 3Belbstverstindnis der Mathematik sein kann:

)

Ner grofle Aristoleles-Kommentator, ~sinm aus Anlafl der Tchliefune
der platonischen Akademie, der letzten "Burs” hellenischen Heiden-
tums, durch Kaiser Justinian §29 n.Ch. nach Parsien.
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(2) daB aber derartige unzulissige "Induktionsschlisse" oft durch
das Prinzip der vollstidndigen Induktion "kultiviert" werden kdnnen
(éxemplarisch lehren'!), und fir die Mathematik in dieser Form dann von
groBer Bedeutung sind, dafl weiters

(3) diese Beweismethcde durch vollstindige Induktion, also das
Exaktifizieren einer fast angeborenen Art des induktiven Schliefens
eine lange kulturhistorische Geschichte und Entwicklung hat; und das
schlieBlich

(4) dem "unvollstindig" induktiven SchlieBen ("es stimmt fiir
n=1,2,3,4,5, also wird es fir alle natiirlichen Zahlen stimmen") ein
heuristischer Wert zukommt. Dieses "Probieren" fiihrt oft zu Vermutungen,

die aber dann - und das sollte deutlich erkannt werden - eines "stren-
gen" und "vollstindigen" Beweises bediirfen (Beweisbediirfnis wecken!).

Tm Hinblick auf die spdteren Bemerkungen zum Thema "quasiallgemeiner
InduktionsschluB8” sei hier noch ein weiteres Lehrziel vorweggenoumen:

(5) Unterscheiden k6nnen zwischen unzuliissigen "Induktionen" (also
bloBem Verifizieren einer Behaupiung fir einige Spezialfdlle und qua-
gi-allgemeine, d.h. fiir spezielle Zahlen durchgefiihrten aber das all-
gemeine Prinzip anzeigenden Induktionsschliissen.

Ein - sicher auch fiir den Unterricht - nettes Beispiel ad (1) bzw.
(4) liefert etwa das Polynom f(n)::nz-n-+41, welches fiir n=1,2,3,4...40
nur Primzahlen f(n) liefert [einige ausrschnen lassen!], aber fiir n= 41
erstmals keine Primzahl liefert: £(41)=412. Besser noch:
f(n)::nz-79n4-1601 liefert Primzahlen fiir alle n=1,2,...,79, erst
2(80) = 1521 ist eine durch 3 teilbare Zahl!

Wir wollen ums nun mit unserem Thema vom mathematischen Standpunkt
auseinandersetzen (und jeweils unterrichtspraktische Bemerkungen ein-
fiigen) :

¥in Beweis durch vollstindige Induktion bietet sich an, wenn es
2ilt, Behauptungen zu beweisen, welche eine natlirliche Zahl n als Va-
riable enthalten, und deren Richtigkeit fir jedes neN behauptet wird.
Andererseits miissen derartige Behauptungen keinesfalls grundsidtzlich
durch vollsiindige Induktion bewiesen werden. Hiezu einige Beispiele:

(1) yneEN gilt: (n+1)2=n2+2n+1

(2) yneN gilt: 142+3+.,.. +n=__2__).n(n+1

2 n n+‘l_1
(3) vneN und q€R gilt: 1 +q+q°+...+q = =

(4) ¥yneéN gilt: 2+4+6+ ... +2n=n(n+1)
(5) vyneN gilt: 1 +3+ ...+ (2n-1)=n2
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(h) ¥neN milt: 124224+ .. ¢+ n2- 00 )(2ne1)

(7) vnet pilbs 14274, end= (ABILZ_ (1424 4n)2
(8) Fir einr heliebis festrewdhlte natiirliche Zahl p silt:
-51;1- ﬂpM < 1P 2P 43P,y +np¢-i-11- {n+? )l"H fir alls n€N,

1 1 1 n

{10) Fiir a,b( P und ¥ncil: (a+b)n=ffk:o(:)akbn-k.

(11) Fiir p$ 0, p> -1 und Yn2 2 gilt: (1+p)"> 1 + np.
Bernoullische Unsgleichung

(12) vne M milt: Eine Menge M mit n Flementen besitzt 3N Teilmengen.

(13) vynel gilt: jeden Polynom xn+a'xn°' to..ta g Xta, aiﬁk
besitzt eine komplexe Nullstelle (Fundamentalaatz der Algebra).

(14) vne™ gzilt: jedes Tolynom .xn+aiz" '+ . +an_1x+an, aiéﬂ,
besitzt hdchstens n verschiedene Hullstellen.

(i5) 3ei M cine unendliche Menge, dann ~ibt es eoine injektive Aus-
hildun~ f: o » M, (Bin Satz, dem man nicht unmittelbar ansieht,
daB vollstiinlige Induktion zum Beweis hermngezogen werden kann.)

(16) Die Elemente einer Mense mit n Elementen gestatten n'! verschie-
"dene Anordnungen.

(17) Bs sibt () viele Méglichkeiten k Blemente aus n Elementen

anszuvtihlen,

3y tagt.. 4my

(1) Filr nl1le n>2 und Aj,a,,...,a €R gilt “Ja,.az..,an_e ~
(Geometrisches Mittel < arithmetisches Mittel. Man kann im MU
wonisptens den Indukti onsanfanw und 2inen quneiall.oeneinen In-
1uktionscchlnB durchfithren (22 3))

(10) V&'l =ilt: tk___iainzkx--g c"“‘“}'g?: i‘i" L

(?0) ¥in seometrisches Beispiel: Yenn wir in einem Rechteck ("Pa-
plerband®) a[___ }a® din belden Seiten a und a' aneinander

klehen, anisteht ain 'Zylindemn%el, nlso eine Fliiche mit 2 Sei-

ten (AuBen-, Innen-) und 2 Riindern (oberer, unterer Rand)
"Aneininderklieben” dricki sich mathematisch s0 aus: je 2 Punk-
te P, P' der Seiten a unmt a' werden laut Zeichaunrs identi-
fiziert: PH.....-°] P'. Dreht man nun das Rand vor dem Kleben
1 HMn hnrumo d.h., identifiziert man ulle Punkfe p und p' laut
/o peo 80 erhiilt man das berilhmte Mobiusband, eine
Fliiche mit nnr einer Seile und einem Rand. (Die Schiler
llhen aun einem‘Pnpinrntreffon ein Hobiunbnnd,hersﬁellen und
die Bahanptans anachanlich verifizieren). Dreht mnn nun dan
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Band (bei a') 2 Mal vor dem Zus camenicictsn, a0 entetent wieder eine
™ [N

2 TS L Lerartive 2-ii-

Fiiche mit 2 Ueaten und 2 _R¥ndern: |- ...

mensionale CGebilde btreten =.3. o ey Alltssosertoag wult 2iva ons

zeichen fir "Wollasiegelgualiti-' (% dat guduent), ooy Jie "Repault”
(2 Mal gedreht). -~ Man beweise worch wollclanilge _of seiion len Suiz:
i1t man in einem {Rechteck-)lhani &____ & it fexte a fent und

verdreht man die Seite a' 1t. Trizze Zn-Mal (n2 5'. wud klept dann

die Seiten a uné die (gedrehte Heite a' anelpapder, ¢ erhizt man
cine Fliche mit ¢ Heiten und 2 rindern. drohi wan vor des dieben

‘2n-1)-Mal ‘n2 1), s erléiit rar eine Filwhe mit noe ! _Selle and

1 Band. (Bem.: Fs sird 2 Trdukil meschritte ndtig: 2n- oot vne

{2n=1) » (2n+1)). LUTE

§ 2. BEWLIGBEISPIELE UND BHIMwEAURCBR NI FLJ., Wir wellen dan krinciyp

dor wollstindigen Indukticn etws anhand cor Bernecullische - Unplcichurs

5]

(1%) kurz wicderhoicen: FPrinzipizll Leal-zhl o’n Inngouionsbewely zave
2 Schrittien:
(1) Die Behaupiung wird fur e'ne Anfanguzakl =¥k axpilzit (i-

~ " ‘

vieser: {meist k=1, hier aber oflensichili 2«7, THoodisichs-

(fT) ITnduktionsschritt ("Schl.p wom 1 auf wal™; 28 wivd apgenctnen,
die Behauptung sei fur k=n tercerud bewiesen und <us cloror "lpouk-

"

tsonsannahme” wird dic Richtigket av Behoaptang U ki =at'l serge-

e bet ) hiefiur braucht man eine von 1311 zu Full vercchicoone Idec.)

Daraus folgt dann zundchst nur rear anschonlielr jntuitiv teiche
wher weller unten), daf die Behauptung fir alls o ¥ ricutly ist.
fet (11) also

(L}: n=2¢ (14‘p)‘4=1+ 2p+p“ =14+ 2p da pé O,

“11): SchluB von n aul n+l: Sef (1*p)“?~1ﬁ np herciin nowiesen,

— a——

\rlﬂ N

2\

’e

dann gilt: (14p (1) (1d4p)=i4np+ri np':‘, 1 {net ).

Ad Beispiel (6): Man "entdecki” dZc¢ Formel o.it, anvah frobieren

fiivr kleine n, vermuotetl die allpemeine Giltigheit und teweist e

durch vellstidndice Tnduktion:

(1) n=1 ist klzr; 511 n-» n": 1 %324»...4:{ +<rﬁ4-? z
91p+1517n41\ ((“+ )2 (¥ +Tut6)  (n+i )N (ned )4t
6 = [

and da3s ist die Behauptung fur ni!

Bemerkung: Bei diesem Beispiel - wie auch bei vielen anderen - ist

deatlich zu sehen, daB vollstindire Induktion "nur" dem Beweis einer

.~
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“sreits vorhandenen Behauptunn dient, welche also mit irgendwelchen
anderen Mitteln gefunden warde. Vom Standpunkt des forschenden Ma-
thematikers und - didaktisch gesehen = uchl auvch fir den Studieren-
#en bzu. Schiller ist aber die Ides, welche zur Beheuptung fithrt -
sei sie "aur” heuristisch, sei sie exaki durchfithrhar - oft dedeut-
samer als der Beoveis. PBs ist daher fir den MU nicht anzuraten, die
Tummenformeln fir dic arithmetische und gsometrische Reihe nun - uo-
sBglich noch unter dem Anspruch eines "mecdernen Unterrichies™ - pri-
#r durch vollgtindige Induktion zu hehandein. Hier bringen die her-
18mslich vervendeten direhten, hkonstruktiven Bewecigse wesentlich mehr:
fd.h. bel {2) die Brkenntnis, daB gleich weit von der Nitte abstehende
Funaunden je gleiche Summe, nimlich n¢t haben, die Summe daher QL%FLI
18t. Analog bei (3): q.[1+q+...+q"]~»(14q+...+q"]==q"+1-t, woraus
gofort das Ergebnia folgt). %
Naoch deutlicher zeigt Beispiel (1), daB8 fir den Beweis von Be- :
anuptungen, fUir deren Beveis sich vollsiindime Induktion prinzipiell

T TSN TS A ST 2P D N SN

aignen virde, ein solcher Beweis helnesfalls immer notvendig ist:

(1) folgt ja sofort flir jedes n¢ ¥ wegen der Gilltigkeit des Dis-
tributiv- und Assozistivgesetzes beim Rechnen mit natirlichen Zahlen.
Xnniiches gilt filr den FPundamentalsatz der Alsebra (13), fiir den GauB
aehrere Beweise (unter snderem einen elementaren Induktionsheweis)
angegedben hat. Mit relativ tiefliegendan Stitzen der komplexen Punk-

s v e SRR S

tionentheorie oder auch der Topologie des @™ 138t sich dieser Satz
ilrzer und eleganter baweisen. Wenn man aber im MU den Fundamentsl-
axtz der Algzbra ervdhnt (wehl bei den komplexen Zzhlen), so0 sollse
man die Bzistenz eine’ - wenn auch lansen - Bzuweises durch vellsiin-
dige Indultion duwchaus ervihnen. Dor Jchiler sollte sich zu dicsem
Zeitpunkt uwmicr “Beweis durch vellstindipe Induktion® =twvas vorntel-
len k¥nnon. Dies ist gicherlich hesser ale nur darawnf zu verweisen,
dad o3 einen "Bewels gebe". Ohne nMhere Hinveise k¥anen sich Rehiller
naturgend8 gar nichts darunter varstellen.

Fs iat {lir den Lehrer nach dem Cesagien nicht immer ganz leicht,
Jeispiele zu finden, an denen der Bewels durch vollst®ndise Induktion

in fachlicher und didaktiascher Hinsicht virklich sinnvell zum Tragen
towmi. Die "berithmtesten" Beispiele in der Mathematil = ctwa (13},

u,v.a. hier nicht genannte - sind meist zu schwer, andere wiader !
vizifach trivial oder "1'art pour l'art". Recht sinnvell erscheinen

mir etva die Beispiele (6) und (7), die auch bei der Integralrechnung
zebrancht werden, und Ungleichungen, die im MU ohnehin allzu sitief-

aittterlich behandelt werden. Die Bermoullische Ungleichung (1t1) z.B.
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kann im MU ja auch bei der Bestimmung von lim(1-+l)n==e Anwendung
finden, um n¥mlich zu zeigen, daB die Folge ((1+ n)n) menoton wach-
send ist. .

Ein schbnes, die geometrische Anschauung schulendes Beispiel ist
(20), das auch die Selbsttitigkeit des Schiilers anregen kann. Die
Idee des Induktionsschlusses ist in der Zeichnung angedeutet. (For-
mélisierung der Hintereinanderausfiihrung des Drehens laut Zeichnung!)

Die Beispiele (4) und (5) wieder leiten sich so einfach aus (2)
ab, daB man sie nicht durch vollstindige Induktion beweisen muB. -
Fir den Beweis des binomischen Lehrsatzes (10) ist ein Beweis durch
vollstéindige Induktion ein zwar "klassisches" Beispiel, doch mag -
analog dem Gesagten - der "direkte" kombinatorische Beweis fiir das !
"Erlernen von Mathematik" besser geeignet sein:

(2+b)™ = (a+b)(a+b)(a+h)...(a+b) =% a aKpPK

, wobei der Koeffizient e
kbn—k

ka,

des Produktes a so entsteht, da8 k% von den n Klammern das a "ent-

senden” und die anderen (n-k) Klammern das b, das aber liuft auf die
Frage hinaus, aus den n Klammern Jeweils genau k auszuwihlen, die das
a "ins Produkt a¥b™ ¥ cntsenden miissen", also akzziﬁ).

Schone Induktionsbeweise fiir den MU sind wahrscheinlich auch (12)

und (14), ein Resultat, das ja auch allgemein dringend bvendtigt wird!

Ad_(12): Zunichst wird die Behauptung durch Probieren fiir kleine n
erraten. Dann: (I) n=1: Sei M= {a}, dann gibt es genau 2 Teilmengen:

B und M selbst, Ferner: (II) n- n+l: Sei ﬁ::{a1...a 5 & dann hat

n n-H} ’

; , n . ; .

A::{a1..ga1} nach Induktionsvoraussetzung 2= Teilmengen. Jeder dieser ,
1

Peilmengen k¥ann man das Element a4 entveder hinzufiigen oder nicht; 5
; S0+t 0 " p ]
es entstehen so also 2,20=2 Teilmengen von M, und das sind frei- :

lich alle. Damit ist der SchluB von n auf n+f vollizogen und die Be-
nauvptung gilt fiir alle ne€nN. {(Anch hier zibt es 2inen anderen, "di-

rekten™ (kcmbinatorischen) Beweis, der auf den bi
t

or |
<
B
!
[#4]
(@]
e
=}
oo
7]

e
. n, . e ) , .
fiir (1+1)" hinausliuft. Zum Unterschisd zu vorhin scheint a

m.B. der Induktionsbeweis aus didaktischen Griinden vorzuzishen).

: : v n
Ad (14): (I) n=1 is%t Xlar; (II): Das Polynom plx)=x"+x A X He..ta,
pofoto TN 000 Y 18 e am irn pse &

hat nach {13) mindestens ecine Nullsielle x . Somit Zilt ;

I ..{ = 3 7 Lo = J - E j v + ® s @ t‘ < P Sl + - = i

p{x) = p(x) p(xo) {(x . )<+a1(x x, ) an_1(z xo) a41 zy; f
n-1 n-=2

= (x—xo).(x *byx" "4 ... +b ) fir passende Koeffizienten LI Y
4eil man ja (x~xo) herausheben kann: Cfiir jedes X €N gilt bekanntlich: il

(x—xo)k::(x-xo)(xk-7~+xk"2 k'1). Nach Induktionsvoraus-— f

+,"‘+x
JtO (o]
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netzun~ hat nun das Polynom q(x) =x" +b1 n 2+.uu'+b“_1 h8chstens

n-1 MNullstellen, somit hat p(x) auBer x, nur noch h8chatens n-! wei-
trre, insecesamt also hSchstens n; und damit ist der (Induktions-)
“ehluB - diesmnl von n-1 auf n - vollzogen! - RBin fir den MU nicht
nir sut ceeignetes, sondern auch wichtiges und sinnvolles - wenn auch
natiirlich wohlbekanntes - Beispiel!

Ad_(15): Bin ebenfalls fiir den MU gut geeignetes Beispiel, zumal
sich hier auch darstellen 1liiBt, wie sehr der Beweis durch vollstin-
ii~e Induktion eigentlich nur das sozusagen "ganz normale” und intu-
itiv sich aufdrinmende Denken formalisiert und exaktifiziert: Wir
vonstroieren die ~esuchte Abbildung f: N =+ M, in dem wir fiir jedes
n< N d4as Bild f(n) konstruktiv anmeben:

(1) Mg @ » 3x, €M, Sei f(1)=x,. Nun ist M unendlich » M\(x,} ¢ a.
= Ix, € M{x}, d.h. xZE M und 124 xy. Sei f(2)==x2 usw. - Was wir
unter "uou" verstehen, wird in Schritt (II) exaktifiziert:

(11} Sei xy = £(1), xz=f(2),...,xn=f(n) bereits gewihlt, dann
EL SO H‘{x,...xn} weil M sicher nicht endlich ist, d.h. xn+,# xy fiir
1< i*n. Jei also f(n+1):=xn+‘.

Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion ist damit f(n) fir
alle né N festrelest und die Abbildung ist auBerdes nach Konstruktion

injektiv, w.z.z.w,

Bemerkunc: Hier liegh eigentlich wenipger ein "Beweis”, sondern eher
sine ". gnestruktion" durch vollstidndige Induktion vor, d.h. eine Folge

<1n> #irl dadurch ancegeben, dal a, angegeben wird und wie man A
aus bestimmen kann. Analog geht man ja oft bei Folgen und Reihen
vor. Z.B.: "ay=b, a ., =q.a fir jal < 1" bestimmt bekanntlich 2ine
{konverwente) reometrische Folge. Ein anderes bedeutsames Beispiel
ist =z.B. die Folge der Fibonacci~Zahlen, die n.a. in der Zahlen- und
dahrscheinlichl-<itstheorie eine wichtige Rolle spizlen, und deren
"reschlossene” IDarstellungs "an:=...", bekanntlich nicht gerade he-
sonder srhwer, aber doch auch nicht ganz einfach wire: aozzﬂ, a,=1
wnd AL, =ay Fa. (Im MU lasse man z.B. die ersten Polgenglieder
bestimmen!)

“an spricht hier statt von "Definition™ oder ¥onstruktion durch
rollstiindive Induktion oft auch von "Regression” coder von "rekursi-
v=2r Darstelluns”, Nafl dabei die Polme wirklich fir alle n€.i! wohl-

iy *

definiert ist, folrt im Grunde aus dem Prinzip der vollstindigen In-
Auktion (siehe auch weiter unten). Yepen der sher "schrittweisen"
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\rbeitsweise eines Computers ist diese Folgendarstellung fir Computer-
programme besonders wichtig. Es sollte ihr im MU besonderes Gewicht
zukommen. = Vgl. auch Anhang VI.

AbschlieBend ein Beispiel, an dem wir den fiir den MU wichtigen
ferriff des quasiallgemeinen Beweises besprechen wollen, der auch in

dier Binleitung schon mehrfach behandelt wurde:

Ad (16): Statt nach den mdglichen Anordnungen der Elemente aus
M= 31,32,...,an} zu fragen, kann man die Frage so formulieren: ge-
geben eine Bank mit n numerischen Sitzplidtzen, auf die man die Ele~
mente a; ¢ setzen will. Fiir Vergabe des 1. Platzes stehen also (alle)
n Blemente zur Verfiigung, fir den 2. Platz nur mehr n-! Elemente,
und so fort. Tetztlich bleibt fiir den n-ten Platz nur noch ein (das
letzte) Element. Insgesamt gibt es also n(n-1)...1=n'! viele Anord-
nungen. - Das kann im MU, wenn man will, als "direkter" Beweis gel-
ton. Nidaktisch kann man aber vielleicht aus sinem "quasiallgemeinen”

Imluktionsbeweis mehr herausholen: (I) n=1 ist klar; (IT): Statt nun

von n nuf n+! zu schlieBen, fithrt man den InduktionsschluB z.B. fir
i » 2, 2332, 35 4 oder 4 » 5 durch: wenn wir fur eine (vorgegebens)

‘norinung von - sagen wir - 4 Elementen jetzt das funfte "einreihen"”

-

iissen, haben wir genau 5 Mdglichkeiten: ganz vorne, ganz hinten oder

‘

.

in einem der 3 Zwischenriume zwischen den 4 Elementen. Insgesamt gibt

¥

DY
0

also fiir jede Anordnung der 4 Elemente 5 neue Anordnungen aller
5 Flemente: fiir n=2 also 1.2 viele, fir n=3 daher 1.2.3 viele, fur
c e A mamit 1.2.3.4 viele, undi wenn es fiir n Elemente P(n) viele An-
Srinuncen zibt, so gibt es fir n+! EBlemente daher P(n).(n+!) viele.

Broebnis: P(n)=n!

Bemerkung 1: Dieser Beweis ist nicht nur sehr instruktiv, weil er

zeigt, daB u.U. eine Vorgangsweisa nach vollstdndiger Induktion auch

a
auf die Idee fiihren kann, wie die aunfzusitellende Formel denn iber-

haupt aussehen kdnnte, sie demonstriert auch recnt gut, wie und wann
san - maeh an "strengen" Regeln gemessen - im MU eben doch aagen darf:

ocC
"Mun haben wir es fir n=1,2,3,4 bewieszsen, und so geht es auch

£

voiter". Hier wurde niimlich nicht die Behauptung einfach nur fir ei-

a
nize Spezialfﬁl]e "verifiziert”, hier wurde vielmehr der Schluf von 4

:0f 5 "guasiallgemein" durchgefihrt, 4.h. zanz genauso wie auch der
Schlu® von n auf n+! funktionieren wiirde, nur chne Indizes und Buch-
staben zu verwenden, fur Schiller beides wegentlich vereinfacht. Das

ist legitim und es ist genau die Art von {rudimentiren) Induktionsbeweis,|

G iR e
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wie er auch schon bei EBuklid (im 9. Buch der "Blemente”, z.B.) und
bel einigen guten Mathematikern des Mittelalters und spfiter auftritt
(vgl. z.B. auch die Bemerkung liber Fermat und Wallis in der Einlei-
tung). Bis zu Vieta (1540 -1603), dem - grob gesagt - Erfinder der
"Buchstabenrechnung" hatte man zwar schon mit Buchstaben formelmiBig
gearbeitet, doch hatte man im wesentlichen immer nur gewisse GrdSen
{auch neue "Zusammensetzungen") allgemein durch Buchstaben ersetzt,
wirkliches - sozusagen algebraisches - Rechnen mit Buchstaben tritt
systematisch erst ab Vieta auf (Vietasche Wurzelsitze!). Diese Be-
deutung Vietas aus seiner Zeit sollte im MU durchaus herausgestrichen
werden. Wirklich korrekte Schliisse von n auf n+! konnte man in den
meisten Pillen natiirlich erst nach der Erfindung der Buchstabenrech-
nung durchfiihren, im Grunde sogar erst nach Einfiihrung der Indizes’).
(3.Y. Leibniz (1646 -1716), G. Cramer (1704 -1752). Vgl. (12) - (15)).
All dies scheint mir im MU wenigstens andeutungsweise erwihnenswert,
die Schiller sollen ja die Mathematik als etwas 7eschichtlich Gewor-
denes im Zusammenhang mit der Entwicklung aller anderen Wissenschaften
und der Kultur tberhaupt begreifen. Unser Thema ist hiezu sicherlich
nur ein kleines, aber m.E, nicht zu unterschitzendes "Steinchen”.

'§ 3. AXIOMATISCHE HINTERGRUNDE. In der M1lg. Encyklopidie der
Wissenschaften und Kinste" (Ersch und Gruber, 1840) heiBt es unter _
dem Stichwort Induction: "Wemen der wesentlichen Verschiedenheit hat i

jedoch der 3SchluB von der Beschaffenheit e2iniger Arten auf alle iibri-
zen (die sogenannte spezielle oder unvollstindige Induction) geringere
Zuverlissigkeit, wogegen die sogenannte vollstindize Induction uns
allerdings GewiBheit verschafft".
dorauf grilndet sich denn eigentlich diese Behauptung? "GewiBheit”,

Yoher und Yieso? Was veranladt uns, die Methode der vollstindigen In-
duktion als Peweismethode gelten zu lassen? Natiirlich k¥nnte man ant-
dorten, dies sei doch intuitiv v8llig selbstverstindlich, und fiir den
MJ wird es sicherlich auch geniigen, die Schiiley bewu3t "auf dieses

liveau" zu bdbringen. Dadurch ist viel geschehen, Es ist jedoch ein
Jrundsatz der Didaktik, daB die "Qualitit” des Lehrers un.a. damit zu-
sammenhiingt, was er beim Unterricht weglhBt, kurz sein Hintergrund-

wigssen, ohne das er diejenigen Dinge, die er im MU "bringt", nur achwer
mit den richtigen Akzenten und Schwerpunkien versehen kann.

"} Verwendung von Buchstaben also nicht nur flir algedbraische Ausdriicke,
gondern auch fir Ordinalzahlen!
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Wir wollen uns also im letzten Abschnitt dieser Frage widmen, eine
Frage die in ihrer Art typisch fiir das 20. Jahrhundert ist, oder
besser:deren Beantwortungsrahmen typisch ist fiir die "Nach-ililbertsche”
Mathematik, die sich stark mit axiomatischen Problemen und solchen
Teilen der Mathematik beschidftigt, welche - zumindest in ihrer heu-
tigen Form - aus der axiomatischen Denk- und Darstellungsweise her-
vorgegangen sind (z.B. Mengenlehfe, Topologie, Funktionalanalysis,
Wahrscheinlichkeitstheorie (im maBtheoretischen Sinn), moderne Al-
gebra, und viele andere heute bedeutende Zweige der Mathematik bzw.
heute ilibliche Darstellungen dlterer Gebiete).

Die Beantwortung der Frage hingt auf das engste mit der Frage nach

] dem Wesen der natiirlichen Zahlen zusammen, nach ihrer Definition und
: "Einfilhrung". Daher also einige Bemerkungen zu diesem Themenkreis:

Die natiirlichen Zahlen. Die Frage nach dem Wesen der natirlichen
Zahlen 1d8% sich auf verschiedenen Exaktheitsniveaus beantworten, wir
Wwollen also stufenweise vorgehen. - Fir den MU reicht - abgesehen von
gelegentlichen Bemerkungen in der Oberstufe - wahrscheinlich die erste
Stufes aus. Hintergrundwissen diirfte sich aber vielleicht gerade auf

diesem Gebiet auch mittelbar auf den Unterricht auswirken. Die Qua-
1itit des Vortrages wird ja nicht zuletzt von dem bestimmt, was der
Vortragende bewuBt weglidfBt; eine unmittelbare Auswirkung betrifft na-
turlich auch die Akzent- und Schwerpunktsetzungen beim Lehrstoff.

*)

'=2, ]} =3,... . Diese aus dem tHglichen Leben bekannten Zahlen wer-
den als "natiirliche Zahlen” bezeichnet: N={1,2,...}. (Zu didaktisch~-
: methodischen Fragen bei der Einfithrung der natiirlichen Zahlen in der
; Primir- und Sekunddrstufe I scll hier nicht Stellung bezogen werden,

es gibt hiezu eine umfangreiche Literatur (siehe z.B. [KI]. U.a. hat

SV —————

. Wir setzen: | =1,

1. Stufe: die "konkret-naive" Sichtweise

f F. Schweiger [ SCH] dazu jingst interessante Aspekte hinzugefiigt). Aus
weiter unten erliuterten Grinden wollen wir - wie e3 durchaus iblich

| ist - auch die Zahl 0 zu den natirlichen Zahlen rechnen, wir bezeich- ‘
nen also die Menge {0,1,2,...} mit N und sprechen von der Menge der 5
natiirlichen Zahlen. N ist, wie jeder Schiller weif, in natiirlicher

Heise mit esiner Ordnungs~ und einer algebraischen Struktur ausge-

ristet: (N,+,.,%).

*) Dieser Terminus bedeutet keine Abwertung, er bedeutet vielmehr, dagd
i die entsprechenden "mathematischen Objekte" auf dem Boden der kon-
> kreten Anschauung und in der Umgangssprache eingefiihrt ("definiert™)
wer?enj Vgl. weiter unten und z.B. die allgemeinen Eemerkungen hiezu
in I RE}.
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it dieser "Definition” kann man bereits wichtige Eigenschaften |
der natirlichen Zahlen behandeln. Zum Beispiel

inlz: Jede nicht-leere Menge AcM besitzt ein kleinstes Element;
"mrthematisch” ausgedriickt: die total geordnete Menge (N,<) ist wohl-
~norlnet.-Nennen wir diese Rigenschaft von N fiir den Augenblick "(Wo)".

B e e R

Powris (auf der "konkret-naiven Stufe eher eine "Plausibilitéts-
~rkliirune". Yergleich hiezu auch die im folgenden gegebenen Beweise
fiir diesen Jatz. Die insgesamt 3 Bewcise spiegeln unsere 3 Exaktheits-
niveaus sehr sut wider): A4 @ = 3m€N mit m€ A, Die Behauptung 148t
sich daher jeweils in endlich vielen Schritten beweisen: 0¢ A? 1€ A?
2¢ A7, .. . Wearn m€ A ergibt sich die Behauptung konstruktiv nach
h8chslens m Ochritten.

Aus dieser - wie es zunichat scheint: trivialen - Bemerkung 1H83t
sich sine weitere Bigenschaft der natiirlichen Zahlen ableiten, auf
wolche sich die Beweismethode der vollstindigen Induktion unmittel-
bar stiitzt und begriindet:

ke

vtz Gel 3w eine Menge natiirlicher Zahlen mit den Eigenschaften

(V): 0e 3, und (2): ({(0,1....,n}c8) > (n+1€ 3), dann ist S=N. :
Wir wollen diese Kigenachaft von N fiir den Augenblick mit "IND" b

bezaichnen.') ?

Reweis: Indirekt: falls S4 N, so ist 8\3$ 8. Wegen (W0O) hat ~N\3
dther ein kleinstes Element m, und wegen N€ S gilt m> O. Mit anderen
Aorten: OFN\G, 1EN\S,...,(m-1) g n\S3, also {0,1,...,m~1}c S, und
weren (2) folpt: me¢ 8, ein Widerspruch. Daher gilt S=u.

Semerkung: Interessanterweise 148t sich auch umgekehrt die Bigen-
achalt (W0) aus IND herleiten. Der Beweis ist (ohne dies fur den MU
7z empfehlen!) durchaus mit den Mitieln der 5. Klasse durchfithrbar
und stellt 2ine gute Ubung zur Mengenlehre und dem elementar-logischen
SchilieBen dar:

RBeweris:s Sei AN und A+ @, zu zeigen: A besitzt ein Xleinstes
Element.,
1. Fall: 0€ A, dann i3t O bereits das kleinste Blement in A.
2. Fall: OF A, also O€+I\A. Nun gilt entweder fir jedes m<N die
Implikation: ({0,%,...,m=1} = NA) » (me<nN\A), oder es zilt dis Negation

»)

»

ZJine figuivalente, aber aus formalen Griinden beasere Pormulierung
von (2) lantet: ({k/k<mc9) - {(me 3). Yir werden hier Jedoch
die obige Formulieruns verwenden
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lieser Implikation, also: Es gibt ein m€N, so daB ({0,1,...,m-1} cN\A) |

und dennoch m§ «\A. b
Im ersten Falle gilt nach Voraussetzung, also der Eigenschaft (IND):

$\N\A =N, d.h. A=@, ein Widerspruch. Die zweite Aussage besagt aber

(mn¢ N\A) ® (mfA) und OF A, 1§ A,...,m-1f A, und das bedeutet, daB m

das kleinste Element von A ist. - W.z.z.w.

NDas Prinzip der vollstindigen Induktion hingt somit eng mit der

“ohlordnung der natiirlichen Zahlen zusammen.

2. Stufe: (die axiomatische Sichtweise). Wihrend auf der 1. Stu-

fe cine inhaltlich-konkrete und mehr oder minder umgangssprachliche
Reschriebung der natirlichen Zahlen zum Ausgangspunkt weiterer Uber-
lesungen diente, erfolgt nun eine axiomatisch-formale Beschreibung;¥)

Ziel dieser Sichtweise ist die Eliminierung von nicht oder nicht
"exakt" begriindeten anschaulichen oder sprachlichen Einflissen und
stillschweigenden Voraussetzunsen: aufllerdem ein - womdglich nur -~ in
der formalen Logik begriindeter Aufbau der Theorie. Dieser Wunsch bzw.
Anspruch und die danmit verbundene Sichtweise der Mathematik tritt et-
wa seit dem Ende des vorigen Jahrhunderts stark in den Vordergrund.
Vrl., etwa M. Pasch (1843 -1930), D. Hilbert (1862 -1943): "Grundlagen
der Geometrie”, ferner die nnten behandelten Peano-Axiome, die
Kolmo~oroff'sche (geb. 1903) Wahrscheinlichkeitsdefinition, die auf
%, Borel (1898), H. Lebesue (1902), C. Jordan und G. Peano (1880)
zuriickgehende MaB- und (Pliichen)-Inahltsdefinition, die axiomatische
Nefinition der reellen Zahlen als vollstindiger angeordneter Korper,
u.a.m. - Bs sei allerdings erwihnt, daB die sich daraus entiwickelnde
"moderne” Sichtweise der Mathematik nicht unwidersprochen ist (vgl. F
z.B. [ W8] und Stichworte wie "Pormalismus", "Konstruktivismus", "In- L
tuitionismus", "Godelscher Unvollstidndigkeitssatz", ua.m.). Tatsache i
aber ist, daB die axiomatische Sichtwéise trotz aller - z.T. recht
berechtigten - Einwiinde im wesentlichen bis heute dominant und sehr

fruchtbar geblieben ist.lhr Prinzip 1438% sich anhand der natirlichen

e e

7ahlen recht gut andeuten: Ausgangspunkt einer axiomatisch gefaBten

Theorie ist nicht eine inhaltlich-konkrete Beschreibung der Dinge,

% )

Nach einem oft zitierten Ausspruch L. Kroneckers (1823 - 1891) sind
die natiirlichen Zahlen "vom lieben Gott gemacht™ und daher einer
n‘iheren Analyse durch 4en menschlichen Geist entrickt. Nach Dedekind
Frege, Russel, von Neumann u.a. sind die natirlichen Zahlen ein Teil
der mathematischen Logik (siehe weiter unten).
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iiber welche etwas ausgesagt werden soll, sondern eine Sammluns von
sogenannten Axiomen, in welchen beschrieben wird, wie man mit den ‘
in ihnen enthaltenen Dingen operieren darf. Schon- 1896 hat L.Coutoursat j
in einem Aufaati' dies sehr treffend mit dem Schachspiel versglichen,
wo die Figuren auch nicht inhaltlich<konkret definiert sind, z.B. "der
Turm igt eine dicke Figur mit Zinnen", scndern durch ihre Sigenschaften,é
"der Turm ist eine Figur, welche waagrecht und senkrecht iiber belie- i
big viele Pelder ziehen darf". ~ In diesem Sinn werden die natiirlichen
Zahlen "strukturell™ durch die sogenannten Peano-Axiome [ 1858 - 1932]
beschrieben (1899): |
(1) 0 ist eine natirliche Zahl.
(2) Jede natiirliche Zahl n hat einen Nachfolger n'.
(3) 0 18t nicht Nachfolger einer natlirlichen Zahl.
(4) Xeine natiirliche Zahl ist Nachfolger verschiedener natiirlicher
Zahlen; d.h.: (n'=n') = (n=m).
(5) Fiir jede Menge S natlirlicher Zahlen mit (1) 0€ 3 und (2) »
(n€ S) » (n'€83) gilt: I stimmt mit der Menge aller natiirlichen
Zahlen liberein. 3
Deutlicher sollte man sagen: "Eg gidbt eine Menge ¥ mit: (1) O€ N, :
(2) jedes Element n€ N hat einen "Nachfolger"” n'e¢ N, (3), (4) wie oben %
und (5): ¥Sc N mit (0€S)"he 3) = (n'€5) zilt: S=N. |

e

X

FPerner bezeichnet man: 0'=1, 1'=2, usw, Die Zlemente von N i
heifen: "natirliche Zahlen". Wir sehen, daB dieses Axiomensystem die i
nicht niher festgelegten Begriffe "O" und "Nachfolger" und eine nicht :
weiter als durch (!1)=-(5) spezifizierte Menge N als undefinierts Grund-~
begriffe enthiilt, Alle weiteren Aussagen iiber natiirliche Zahlen diirfen
nur aus diegen "Axiomen" hergeleitet werden. Die Axiome sind an sich
- wie z.B. die Spielregeln eines Spieles - willkiirlich und diirfen

.
o
LT

»lol kelne Widerspriiche snthalten., Ob 2ine z0 entstehende Theori
dann [ir "Alltagsprobleme™ auch brauchbar ist, hingt von der geschick-
ten YWahl der Axiome ab, 0b sis nimlich die zu bheschreibende 3i
welche vorerst ja nur durch intuitive Augsagen und in der Allt:

che umschrisben ist, gut widerspiegeln. Yir sshen z.B, 428 Peano die

anschaulich 8o einleuchtende Figenschaft (IND) als Axicm -~ das =0ge-
( )
LS

nannte Induktionsaxiom - verwendet hat und nicht etwa dies Aussage (¥0),

Niage %ann dann aber wie in § 2 daraus hergeleitet werden. Parner =r-
tennen wir, daB die Sprache und "Gesetze" der Mengenlehre als voraus-

regetzt gelten!
#)

"L'infini mathematique” (snus E.T. Bell: men of ¥athemitics,
New York 1937.
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7u dieser formal-strukturellen Einfiihrung der natiirlichen Zahlen
dringen sich natirlich sofort 2 grundsiitzliche Fragen anuf:

(I) Kann es verschiedene Interpretationen (Modelle) der Peano-

Axiome geben?
(I1) Gibt es tuberhaupt eine Interpretation (ein Modell)}? Sind die

Axiome widerspruchsfrei?

Ad (I): Die Antwort lautet: nein. Man kann beweisen, dafBl je zwei
Interpretationen {Mcdelle) der Peano-Axiome isomorph sind, d.h. sich

vestenfalls durch die Bezeichnungsweise, nicht aber in ihrer Struktur

unterscheiden. - Dies liegt im wesentlichen an der Formulierung des
Induktionsaziomes, in welchem Uber alle Teilmengen S der Menge N

y LA ]

quantifiziert wird, das Axziom ist in einer Sprache "hoherer Ordnung”

24 R i 3y 3 o~y {4 e § N 1 7 ] e A PR B S oo
abgefalt. T. Skolem (1887 - 1963) hat bewiesen, dafl aan will man nur

die Sprache der PriAdikatenlogik 1. Stuic

7ahlen nicht durch abzihlbar viele Axiowre

per die Nicht-Charakterisierbarkelt der

Varlablen‘”, Fand . Math. 23 {!954;, 150-161).
Arbeit zu jedem Modell der vorgegebenen
welches die gle #
Mengenlehre sind die Peano-Axiome aber

- e s - . - . A
1ie natiirlichen Zahlen eindeuslg I25T0.)

vyon formaler (oder gar Asgthetischer)

- ) * e

ler Mengenlehre verwendet wird: A
Ad (TT}+ Die Reantwortunsg dieser Frage fithri uasg zun unsasrer |
£ L S S 118 ed l’l LWOYTU WLl sy 288 3T L g [RREN 5 Lefasl LrtA 482 A |

= Bt I : >
]
L 3 = TR g A WORURITRG g P I T P, T T Sy e s S e yain 4 B }
Stufe der Zeschreioung aer natul lichnen Zaplen: dierpr versucade dn !
A 2 d
i
{

gen soll, z.B8. die Mengenlehre an, deren Begritfe und Regeln ja als ?
vorauscesetzt gedacht sind. g
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1. von Heumann (1903 -1957) hat foleende Mdglichkeit vorgeschlagen:
Ven Brapdbeeri £ "Null" ("0") interpretiere man durch die leere Menge 0,
i als "Hnchfolrser" einer (heliebizen) Menge M lasse man die Menge
"y {#} ~nlten. Dan heifit: Die Menge 0'=90U (¢} ={®} ist eine (im Reich
i~ Man-enlehre "konkrete") Interpretation der Bins, also steht "1"
cir (2} 2 =1' muB dann fiir (AU ({B}} =(A,{#}} =10,1} stehen, "3" ist
+1~ Hachfolrer von 2 die Menge (2,{® ,(#,(0) ={0,1,2} usw.; allgemein:
n={0,!,...,n-1}. Die natiirlichen Zahlen werden also - grob gesagt -
crhrittweine aus der (leeren) Menge @ aufgebaut, deren Existenz ihrer- |
~pite durch ein Axiom der Mengenlehre gesichert ist. Setzt man also
iio Mepn~onlehre voraus, so ist {@,{0},im},...,} eine Interpretation,
1.n. Konkretisieruns der in den Peano-Axiomen als existent geforderten

R T R ot e e G S S AR 4 F7 0T

“tenee N, Die "natiirlichen Zahlen" sind somit als zanz bestimmte Mengen
definiert. Man muB dann natiirlich auch die Rechencperationen + und .
11lein Jurch Begriffe der Mengenlhere einfiihren und ebenso die Ordnung &
letzters kann - wie man leicht erkennt - so geschehen:

fnem) o (n¢m). 72.B. ist 1 <3, weil {2} € {3,{¢},{2,{a}}). (Dabei ist

~n benchten, daB die Enthaltenseinsrelation "€” als Grundbegriff der
“enrenlehre nls vorauspgesetzt gilt. Das8 durch obige Definition tat-
wiichlich eine Ordnungsrelation festgelegt wird, mu8 bewiesen werden™

iies folrt aber im wesentlichen aus den Bigenschaften von "€" (vgl.[KI]).
a3 die so konstruierte Menge N wohlgeordnet ist - und damit das In- {
nvtionaaxiom (IND) erfiillt, muf nun allein auf dem Boden der Mengen~
irhre hewicsen werden. Und auf dieser Exaktheitssiufe folgt {(W0) aus

o g T
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ainem Axiom der Mengenlehre, dem sogenannien "Fundierungsaxiom”.
M.a.4.: (TND) folgt letzlich aus einem mengentheoreitschen Axiom
{siehe Anhang IV).

Zusnmmenfagsend: Auf unserer 3, Jtufe erscheinen die natirlichen
Zahlen wisder konkret eingefiihrt, diesmal allerdings nicht konkret-
umangssprachlich, sondern “konkret” in dem Sinm, daf8 die natlrlichen
7ahlen nls canz bestimmte Objekte der Mengenlehre auftreten bzw, de-
finiert sind. Die Rigenschaften der natilrlichen Zahlen (z.B. die in
den Peano-Axiomen festpehaltenen) erscheinen nun als Sdtze, welche mit
den Bepriffen und Mitteln der Mengenlehre formuliert und bewiesen wer-
den., Insbesondere 1HB8t sich die Rigenschaft {(I¥D), auf welche sich -
wia pgesagt ~ die Methode der vollstindigen Induktion griindet, im Rabmen
dieser Fostlepung der natlrlichen Zahlen beweisen, d.h. zuridckfithren

auf GCesetze der Mengenlehre. )
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Man kann nun selbstverstindlich die Sache weiter treiben und fra-
ren, was denn nun "Mengen" sind, besser: wie nun die Begriffe und Ge-
set~e der Mengenlehre definiert sind. Dabei kann man sich bekanntlich
nieht ohne weiteres auf G. Cantors (1845 - 1918) "Definition" stitzen,
Jer zulolge eine Menge eine "gusammenfassung bestimmter wohlunterschie-
Aener Objekte unseres Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen”
ist. Diese offensichtlich ebenfalls "yonkret-inhaltliche" Beschreibung
des Mengenbegriffes fihrt bekanntlich zu Widerspriichen, wie z.B. der
"Menge" M von allen Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten,
so daB also Mem) o (MEM). Diese "Russelsche Antinomie" tritt nicht
auf, wenn man auch den Mengenbegriff axiomatisch einfiihrt, beispiels-
weise durch das Axiomensystem von Zermelo-Fraenkel (ZF) oder jenes von
Godel-Bernays=Neumann (GBN). In diesem Rahmen wird der Mengenvegriff
shnlich formal-strukturell (durch seine Bigenschaften also) eingefihrt
wie oben die natiirlichen Zahlen eingefihrt werden.

In diesem Sinn 1Bt sich dann die Eigenschaft (IND) der natiir-
1ichen 7%ahlen - und damit das Beweisprinzip der vollstindigen Induk-

tion - auf ein (bzw. mehrere) Axiom(e) der Mengenlehre zuriickge filhrt

werden. (Im Rahmen von (GBN) ist dies im wesentlichen das "Fundierungs-
axiom": "Fir jede Menge A existiert ein a€ A, so daB an A=¢". -

Nieses Axiom "killt" nicht nur die Russelsche Autonomie, es folgt da-
raug auch, da die von Neumannsche Yonstruktion der natiirlichen Zahlen
©ine wohlemeordnete Menge liefert. Und daraus folgt {siehe § 2) das

‘ninkbionsorinzip, genauer: die Bigenschaft (IND).)(3iehe Anhang IV)

Die Axiome der Mengenlehre ihrerseits werden als widerspruchsfrei
ancesehen und bilden in dieser Sichtweise die Grundlage der (eben auf

der Mengenlehre aufbanenden) "ilibrigen” mathematischen Begriffswelt.
Urspriinglich dacnte rnn, die Mengenlehre ihrerseits auf eine Art "ab-
gsolut geltende" Logik zurickfiihren zu kOnnen, ein Unternehmen, das
nicht cegliickt ist und - nach ntersuchungen und Ansicht vieler Lo=-
giker - nicht glicken xann. (25 sei jedoch nochmals darauf hingewiesen,
daB es auch grundsdtzlich andere Zugdnge zu den somenannten "Grundlagen
der Mathematik" gibt; siehe z.B. {57] u.a.). Auch gibt die in der

.o Trivialinterpretation dieser Bemer-

=

Jehulmathematik oft noch sHngi
kung -~ die ganze Mathematik sei nichts “nleres als die Lehre von den
Strukturen eines auf der Mengenlehre aufbauenden "Gebidudes" - ein viel

zu enges Bild Jer Mathematik!
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Zum AbschluB wollen wir wieder in den Schulalltas zuriickfinden
und mit einem bekannten, aber netten Beispiel schlieBen (welches ins-
besondere auch auf die Wichtigkeit des korrekt gewidhlten Induktions-
anfanges aufmerksam macht).

Beh.: (An): Fall das Maximum zweier natiirlicher Zahlen k,14+ O
aleich n ist, sind die beiden Zahlen gleich; also: fir jedes n€N, :
n21 und fur k,1€N und k,1>0 gilt: (max(k,1)=n) = (k=1). :

Beweigs durch vollstindige Induktion:
(1) Pir n=1: Aus max(k,1)=1 folgt wegen k,1>0: k=1 und 1=1=2 k=1
T V.2.Z.W,
{2) Angenommen, die Behauptung stimmt flir n=N: z.z. sie stimmt auch
fur N+1 (SchluB von N auf N+1):
Jei max(k,1)=N+1 = max(k-1,1-1)=N; = (nach Induktionsvoraus-
setzung): k-1 =1=1, also: k=1, w.z.z.w,
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Die Aussage (An) gtimmt daher flr alle n€N, und es zilt in wei-
terer Polge fiir alle n€N: n=1. Wegen max(n,')=n gilt weiter: n=1
fiir alle n€ N, und das bedeutet - durch vollstindise Induktion be-
wiegen -, daB es die natlirlichen Zahlen zar nicht =ibt. Oder?

Somymmnsn g

3chluBbemerkung:
Yegen der den Autoren auferlegten Beschridnkung der Seitenzahl

mufte ich alle Anhinge weglassen. Diese Anhiinge betreffen:

s T

(1) Den genauen Wortlaut der ersten Formulieruns des Induktions-
prinzipes durch B. Pascal (1665) und den genauen ¥Wortlaut eines Zi-
tates von Simplikios (eca. 520), in welchém er - wenn man es S0 3echen
#ill - 2ine sehr interessante, wenn auch vage und verachwemmene An- !
dautung dleses quasi "archetypischen" Denkprinzipes gibt.

{2) Zine Anwendung der Bernoullischen Ungleichung beim Beweis,

daf 1im (1-+1)n existiert {(6./7. Klasse).
o n

{(3) Bine Remerkung zur Methode der transfiniten Induktion.

{4) WHhere Brliuterungen zur von Neumannschen Konstruktion der
natiirlichen Zahlen (d.h.: Konstruktion eines #Modelles der Peano-Axiome
im "Reich der Mengenlehre™) sowie den Beweis, da8 dieses Modell das
Induktionsaxjom erfiillt und eine niihere Erliinterung des hiebei ver- y
wendeten "Pundierungsaxiomes” der Mengenlehre.
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(5) Beweis des ©ulerschen Polyedersatzes durch Induktion und des

Satzes von Buler iiber Landkarten auf der Kugel.

(6) Beispiele und Bemerkunsen iber die Bedeutuns der "Definition
durch vollstindige Induktion" in der Mathematik (u.a. induktive Te-

finitionen fur den Dimensionsbegriff).

(7) "Vollstindige Induktion" und "Intervollschachtelung" sowie ein
Beweis des Brouwerschen Fixpunktsatzes ( tiir die Dimensionen 1-3) durch

vollstdindige Induktion; ein mSgliches Thema im MU.

AbschlieBend noch eine Art Scherzaufgabe zum Thema "vollst#ndise

Inauktion":

In allen Lehr- und Lernzieltaxonomien fir den Mathematikunter cht

+ritt unter anderem die FiAhigkeit auf, Grenzen der Anwendbarkeit @2~

U

thematischer Modelle und Denkweisen erkennen 2zu xonnen. Die Aufzihlung
der mit unserem Thema erreichbaren Lehrziele in der Rinleitung dieser
Arbeit ist natirlich keinesfalls vollstédndig und kdnnte zum Beispi=l
auch in dieser eben angesprochenen Hinsicht durch eine Art “3cherz-
aufgabe” bereichert werden, fir die ich einem Horer eines an der Uni-

versitdt Innsbruck gehaltenen Vortrages 2zu danken habe:

Frage: Wieviel Blatt Papier kann ein Mann mitileren Alters tragen?

Antwort: Eine unendliche Anzahl von Blattern.

Beweis durch vollstindige Induktion: (1) Br %apn sicherlich ein
Bilatt tragen; (2) wenn er n Blatt Papier traszen xann, xann eT zicher-

lich auch n+! Bldtter tragzen. W.z.z.W.
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